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The vehicle routing problem (VRP) is to find a delivery route that minimizes the total distance of vehicles under 
various constraints for a given network with customers as nodes. Currently, VRP is applied in various situations, 
such as optimizing delivery routes for courier companies. In the near future, however, it would be necessary to 
consider some VRP models that have not been dealt with before in order to, for instance, utilize unmanned 
aircraft such as drones. One of those components that would be more important in VRP is intermediate stops 
that play roles of stacking packages and refueling the vehicle in the middle of a delivery route. In this thesis, we 
consider the vehicle routing problem with an intermediate stop (VRPIS) and propose an algorithm based on the 
column generation method. 






































































Routing Problem with Intermediate Stops，VRPIS）に対する
研究も行われており，Schneider らは VRPIS に対して適応














3. 各顧客へは一度のみ 1 台の配送車が配送しなくては
ならない． 












































 𝑁 = {0,1,2, … , 𝑛 + 1}：デポ，顧客，中間拠点を含むノー
ドを要素にもつ集合．0 をデポ，𝑛 + 1 を中間拠点と
する． 
 𝑁𝑐 = {1,2, … , 𝑛}：顧客ノードのみを要素にもつ集合 𝑁
の部分集合． 
 𝑅：実行可能な配送ルートの集合． 
 𝑅𝑖  (𝑖 ∈ 𝑁𝑐)：顧客 𝑖 を通る実行可能配送ルートの集合． 
 𝑊 = {0,1,2, … , 𝑚}：時間枠の集合． 
パラメータ 
 𝜃𝑤
𝑟 ∈ {0,1} (𝑟 ∈ 𝑅, 𝑤 ∈ 𝑊)：配送ルート 𝑟 が中間拠点
を時間枠 𝑤 で利用するか否かを表す．利用する場合
は 1，利用しない場合は 0 の値をとる． 
 𝑐𝑟  (𝑟 ∈ 𝑅)：配送ルート 𝑟 のコストを表す．コストは 𝑟 
のデポへの帰還時間を表す． 
決定変数 
 𝑥𝑟：配送ルート 𝑟 を利用する場合は 1，そうでない場
合は 0 の値をとる 0-1 変数． 
minimize ∑ 𝑥𝑟𝑐𝑟
𝑟∈𝑅
  （1） 
subject to ∑ 𝑥𝑟
𝑟∈𝑅𝑖
≥ 1, 






𝑤 ∈ 𝑊 （3） 























いて，実行可能な配送ルート集合 𝑅 を，その部分集合 𝑅′ 
で置き換えた問題 LMR(𝑅′) を解く．その後，双対変数の
情報を用いて有望な配送ルートを算出し，それらを 𝑅′ 
に追加して再度 LMR(𝑅′) を解くことを，LMR の最適解
が得られるまで繰り返す．そして最後に，列生成法が終了











はステップ 4. へ進む． 
ステップ 3. ステップ 2. で得られた配送ルートを  𝑅′ 
に追加し，LMR(𝑅′) を解く．ステップ 2. へ
戻る． 
ステップ 4. LMR(𝑅′) の最適解がLMRの最適解となる．
MP において，𝑅 を 𝑅′ で置き換えた問題を
解き，最終的な解を得る． 
ステップ 1. において，すべての 𝑟 ∈ 𝑅′ に対して 𝑥𝑟 =
1 とすることで得られる解は制約（2）,（3）を満たすた
め，LMR(𝑅′) は実行可能であることが保証される．ステ














 𝑑𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁)：ノード 𝑖, 𝑗 間の距離． 
 𝑙𝑖  (𝑖 ∈ 𝑁
𝑐)：顧客 𝑖 の需要量． 
 𝑠𝑖  (𝑖 ∈ 𝑁
𝑐)：顧客 𝑖 のサービスタイム． 
 𝜆𝑖
∗(𝑖 ∈ 𝑁𝑐)：LMR(𝑅′) の制約（2）に対応する双対変数
の最適値． 
 𝜋𝑤







 𝑥𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁)：配送ルートにおいて，ノート 𝑖 からノー
ド 𝑗 に移動するか否かを表す 0-1 変数． 
 𝑦𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁)：ノード 𝑗 への到着時刻．ただし，𝑥𝑖𝑗 = 0 
のときは 𝑦𝑖𝑗 = 0 とする． 
 𝑧𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁)：デポまたは中間拠点からノード 𝑗 に到達
するまでに顧客に配送した荷物の合計．ただし，𝑥𝑖𝑗 =
0 のときは 𝑧𝑖𝑗 = 0 とする． 
 𝑣𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁)：デポまたは中間拠点からノード 𝑗 まで
の移動距離の合計．ただし，𝑥𝑖𝑗 = 0 のときは 𝑣𝑖𝑗 = 0 
とする． 
 𝑡𝑤 (𝑤 ∈ 𝑊)：時間枠 𝑤 に中間拠点を利用するか否か



































≤ 1,   𝑖 ∈ 𝑁𝑐 ∪ {𝑛 + 1} （9） 















𝑗 ∈ 𝑁𝑐 （12） 





















,   𝑗 ∈ {0, 𝑛 + 1} （16） 











  𝑗 ∈ 𝑁𝑐 ∪ {𝑛 + 1} （18） 




















𝑥𝑖𝑗 ∈ {0,1},   𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁 （22） 
𝑡𝑤 ∈ {0,1},   𝑤 ∈ 𝑊 （23） 












は，𝑥𝑖𝑗  の値で定まる配送ルートに応じて 𝑧𝑖𝑗  の値を適切
に定めるための制約である．中間拠点を経由する場合，デ
ポから中間拠点までに配送した荷物の合計は，中間拠点
以降 𝑧𝑖𝑗  には加算されない． 
制約（13）～（16）は燃料制約を表す．制約（13）は，





は，𝑥𝑖𝑗  の値で定まる配送ルートに応じて 𝑣𝑖𝑗  の値を適
切に定めるための制約である． 
制約（17）～（19）は，𝑥𝑖𝑗  と 𝑦𝑖𝑗，𝑡𝑤 との間の整合性
を保つための制約，および中間拠点制約を表す．制約（17）
















i5-6300U, 2.40GHz，RAM は 8.00GB である．実装は
Python3.6 を用いて行い，整数最適化問題の計算には数理
最適化ソルバーGurobi Optimizer V.7.5.2 を用いた． 
（１）データ概要 
本研究の計算実験ではベンチマークテスト[6]のインス












𝐼 = 100 とした． 
 
図 1 左から C101, C201, R101, RC101 の座標群 




のインスタンス C101 と C201 はともにクラスター型のた
め，本実験ではクラスター型は C101 のみを実験データと
して使用する．インスタンスは C101, R101, RC101 の 3 種













いる．表 1 より顧客数 10，15 の場合の平均計算時間は順
に 19.1 秒と 136.8 秒であり，顧客数 15 以下の場合はどの
インスタンスでも約 3分以内に列生成法の計算が終了し，
緩和問題 LMR の最適解を導出することができている．し
かし，顧客数が 25 になると，1 時間では列生成法の計算
が終了しないインスタンスがあることや，終了する場合
でも 20〜30 分程度かかるなど，顧客数 15 の場合の計算
時間との差は大きい．顧客数 50 においては，全インスタ













る（図 2 参照）． 
 
表 1 顧客数の違いによる実験結果 
Ins C L D IP-Obj LP-Obj v CPU 
C101 10 50 60 992.6 976.5 2 24.1 
C101 15 50 150 1595.2 1558.2 4 190.4 
C101 25 100 200 2478 2468.6 3 3600.2 * 
C101 50 100 500 5303.1 5027.7 12 3607.6  *
R101 10 40 100 348.5 341.7 3 16.6 
R101 15 40 150 505.3 505.2 4 70.4 
R101 25 100 200 659.6 621.6 4 1511.9 
R101 50 100 500 1315.6 1204.9 7 3601.4  *
RC101 10 50 200 384.9 354.1 3 16.6 
RC101 15 50 250 603 575.1 5 149.6 
RC101 25 100 200 719.9 679.6 5 1853.8 
RC101 50 100 500 1427.9 1390.9 10 3600.1 * 
* は 3600 秒以内に列生成法の計算が終了しなかったことを表す． 
 






実験結果を表 2，表 3 に示す．表 2，表 3 の 8，9 列目
は列生成法の計算過程において追加した列数（col），全
配送車の総距離（v-dist）を順に示している．表 2，表 3 よ
り，どの実験においても，VRPIS の方が中間拠点のない
VRP よりも計算時間が長いことがわかる．それぞれの平
均計算時間は顧客数 15 で VRPIS が 120.7 秒，VRP が 8.3
秒と大きな差が見られ，中間拠点の有無が大きく影響し
ていることがわかる．追加した列数においても，VRPIS の
平均が 95 であるのに対し，VRP は 39.6 であり，VRPIS は
VRP の 2 倍以上の列を追加している．このことも VRPIS
の方が計算時間が長い要因であるといえる． 
車両数においても，本実験で行ったすべての設定で
VRPIS の方が VRP よりも使用する車両数が少ない．その
平均値は顧客数 10 で VRPIS が 3 台，VRP が 4.5 台，顧客














表 2 中間拠点の有無による比較（VRPIS） 
Ins C L D 
VRPIS 
IP-Obj LP-Obj v col v-dist CPU 
C101 10 50 60 992.6 976.5 2 96 92.6 24.1 
C101 15 50 150 1595.2 1558.2 4 196 245.2 190.4 
C201 10 40 60 1120.7 1086.5 4 45 220.7 12.7 
C201 15 40 150 1717.6 1684.8 5 119 367.6 72.3 
R101 10 40 100 348.5 341.7 3 55 248.5 16.6 
R101 15 40 150 505.3 505.2 4 101 355.3 70.4 
RC101 10 50 200 384.9 354.1 3 65 282.9 16.6 
RC101 15 50 250 603 575.1 5 89 451.8 149.6 
表 3 中間拠点の有無による比較（VRP） 
Ins C L D 
VRP 
IP-Obj LP-Obj v col v-dist CPU 
C101 10 50 60 1025 1022 3 40 125.0 4.0 
C101 15 50 150 1663.9 1641 6 85 313.9 15.3 
C201 10 40 60 1195.1 1160 6 14 295.1 2.1 
C201 15 40 150 1775.2 1767 7 40 425.2 4.6 
R101 10 40 100 357.3 349 4 24 257.3 2.2 
R101 15 40 150 511 511 6 44 361.0 7.4 
RC101 10 50 200 466.4 440 5 19 366.4 2.1 
RC101 15 50 250 673.6 647 7 51 523.6 5.9 
 
















































[3] Z. Wang, J.-B. Sheu, Vehicle routing problem with drones, 
Transportation Research Part B, 122, 350−364 (2019). 
[4] M. Schneider, A. Stenger, J. Hof, An adaptive VNS 
algorithm for vehicle routing problems with intermediate 
stops, OR Spectrum, 37, 353−387 (2015). 
[5] 宮本裕一郎，はじめての列生成法，オペレーション
ズ・リサーチ：経営の科学，57，198−204（2012）． 
[6] M. M. Solomon, VRPTW Benchmark Problems, http://web. 
cba.neu.edu/~msolomon/problems.htm（参照 2020-04-02）． 
